Ondes et signaux — Filtrage linéaire avado MPSI

Chapitre V

Filtrage linéaire

Dans ce chapitre, on se placera en ........ccocvvviiiiiiiiiiiiiiiiii e, l.e. on Imposera a
un circuit un signal sinusoidal fourni par un générateur. D’apres le chapitre II, tout signal
périodique peut s’écrire sous la forme d’'une combinaison linéaire de fonctions sinusoidales

donc étudier un signal sinusoidal revient a étudier la réponse a n'importe quel signal.

http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve tulloue/Ondes/general/synthese.html

Grandeurs principales :

Grandeur physique  Symbole Unité (Unité duS.I.) Dimension Apparition
pulsation du générateur 0] rad.s! T chapitre II
amortissement chapitre IV
facteur qualité chapitre IV
impédance ... (cevrrrrenereneinanans Yy MIT?I? chapitre IV
fonction de transfert H pas d’unité 1 w’

S.I.: T :temps, L :longueur, M :masse, I :intensité, ® :température, N : quantité de matiére

I. Filtre passe-bande

Tx

Dans un circuit RLC en régime permanent sinusoidal, on a vu que [ = ——~——
1+5Q (a: - j

En multipliant par e’”, on obtient : i=

AN
]
f?(t)T@@ ) R[:ITM,,)(?) —
L (1)
a1k

On remarque qu’on peut considérer le circuit RLC comme un ensemble de composants a

travers lequel rentre un signal d’.................. e(t) et sort un signal de ............... s(t).
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Ondes et signaux — Filtrage linéaire Avado MPSI

A . Fonction de transfert et gain

. S
On a donc s= dou 2=
€
Le rapport sortie/entrée caractérise le filtre et s’appelle covveeveereeieeeneeneeneeenennns notée H :
en sortie ouverte ...=.../]ou s et e sont les signaux complexes d’entrée et de sortie

Etant donné que les dipoles sont en série dans le

circuit, on aurait pu placer la bobine “en haut” et

trouver H a partir d'un pont diviseur de tension :

(bas de la page 9 du chapitre III)

§ =
En faisant passer R dessous et en utilisant —==-j, H =
J
1
Or %: ,L: et on retrouve : ﬂzg:
R RCw e
P 1
Onendéduit: | ...=... |= et | ...=. =

En acoustique, on mesure le niveau sonore en décibels G,; en fonction de I’ intensité sonore

I . . .
I: G,;=10log [I_J ou le 10 correspond aux “déci’bels. Mais la grandeur principale n’est

0

. . . . P? P
pas son intensité mais sa pression P telle que I =P° d'ou G, =10log [?] =201log (?J

0 0

Par analogie a 'acoustique, on définit en électricité le gain en décibels :

ot |...=|H|=——= -

Le gain vaut ...... f01S 1€ veveennrnrenrannnnnns en base 10 du ...c.eueeee de la fonction de transfert.
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On peut écrire G=|f_I|= 1+ Q? [ﬂ—&

o
j et avec la propriété Vx>0, Iog(a:“) =alog (CL‘) :
©, o

GdB =

B . Diagramme de Bode (1938)

10

10 100 1000 1E004 1E005 1E006
s e - > logw

Q=5
0=0,5
0=0.1

@, =10 rad.s™

-60

L’échelle des ordonnées est classique mais I'échelle des abscisses n'est pas ...cceeeeveeeeennn.
car on passe d’'une graduation a une autre en multipliant la pulsation par 10, d'ou la notion
s (R , c’est une échelle ...ceeeenneeneennennnnns Utiliser cette échelle permet de placer la

pulsation @ directement sur le graphique sans avoir besoin de faire le calcul du logw .

L’échelle .ceeuvenniinnnnnnnnnnns permet également de repérer les comportements linéaires.

Pour ce filtre, on constate des zones rectilignes pour w << @, et ®>>®, quel que soit Q.

1. Approximations linéaires

Dans tous les domaines de la physique, pour déterminer le comportement asymptotique

ou simplifier des expressions, on réalise des approximations.

Salviati : On ne compare que des nombres réels et cohérents : ni complexes, ni vecteurs.

Les expressions “u(t)<i(t)” ou“a+jb<c+jd” ou“u<v” n'ont pas de sens.

Page 3 sur 16



Ondes et signaux — Filtrage linéaire Avado MPSI

» Addition ou soustraction de nombres positifs :
En électricité ou en chimie, a partir de X >10Y", on peut considérer avec Y >0

Soit une somme X+Y ,s1 X>>Y >0 alors X+Y ... De méme, X-Y ~...

» Addition ou soustraction de polynémes :
Si X<<1et X >0 alors aX*+bX +c~...
Pour X <<1, un polynome est équivalent a son terme ....cceeeeeeeeeeeeeeceeceeaceeceacennes

Si X>>1 alors aX?+bX +c~......
Pour X >>1, un polynome est équivalent a SON terMe cceveeeereeenrereenreeenecreacesencens
» Addition ou soustraction de complexes :

Bien que moins rigoureux, on réalise les mémes approximations avec les complexes :

Soit I'expression —@’ +2jA@,@+ @} , S1 @>> @y AlOTS ..vviiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e

Objectif : Déterminer les équations des zones rectilignes du diagramme de Bode du RLC.

2
» Lorsque << a)0<:>& ...... 1, G,;, =-10log 1+Q2(£—%] ~
w w, @

Apres simplification, G,; = T iiiit e e
——

y a T
Il s’agit d’'une asymptote .ccceeeenennnnne de coefficient directeur ....c.eeeeeeeeeenneenn. d’ordonnée
alorigine .................. . C’est I'équation de la zone rectiligne en .....ccceeeeeeceneeeeeecnreecnnnns
W, r
» Lorsque o<<@, < —...... 1, H= ~ donc s= e.
0o . |l o\ T ...
1+ ]-Q{w _ wJ
w,

En basses fréquences, on se rend compte qUE S €St ..uvuvuiuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieirre e
.............................. s apparailt donc comme une ............... de e (chapitre IV page 13).
Une pente a ...ccceevveveienennnnnn. correspond a un comportement .......cceeeeeeeenen.

o 2
» Lorsque 0 >>w, < —...... 1, G,,, =-10log 1+ Q? [ﬂ_&j ~
@y w, o
Apres simplification, G,;, = = i e
— —_—
1 a T (N —
! +b
| T g e IV o L= PP
....................................... C’est I’équation de la zone rectiligne en hautes fréquences.
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» Lorsque

En hautes fréquences, on se rend compte qUE S €St ...uiiriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeiaeaens

.............................. s apparait donc comme une ............... de ¢

C. Propriétés d’un filtre

L’abscisse de I'intersection des asymptotes se détermine en résolvant .........=.........

L’ordonnée de l'intersection des asymptotes vaut ............=...c.cc.ccc.=iiiiiinininnn.

S1 @ >1 alors—20log@...0, I'intersectionen w=...... est en dessous de 'axe des abscisses.

S1 Q<1 alors —20log@...0, I'intersection est au-dessus de 'axe des abscisses.

On peut remarquer que G, (a) = coo) =

> Le filtre laisse passer le signal.

Salviati : G,; ne donne quune information sur les amplitudes et non sur les phases, le

signal est bien passé tel quel mais il a peut-étre été déphasé, pour vérifier, on calcule ¢.

Pour ce filtre RLC, ¢(«,)=—arctan [Q(&—&D =—arctan(0)=0 donc s=¢ en w=w,.

Wy Wy
> Gp>0 < G...... & % ...... < S...E. Le filtre amplifie le signal.
> G,;<0 & . Le filtre atténue le signal.
> Le filtre ne laisse pas passer le signal.

Pour ce filtre RLC, IinngB = lim G, =—, les hautes et basses fréquences .....................

Les seules fréquences qui passent se trouvent autour de f, =a,/27 car le gain est nul c’est

pourquol il s’agit d’'une filtre ..c.cceeeeeeeieecereeccnnnn. ,11 laisse passer une .........c.cceevvvevennnnnnnn.

Salviati : Ne pas confondre une limite @ — 0 avec une approximation @ << .
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Lorsque lim G,; =—, les ......... fréquences ne passent pas, c’est un filtre ...ceeveeveeneeneenn.

W—>+0

Lorsque limG,; =-», les ......... fréquences ne passent pas, c’est un filtre ....ceceeeveeeeeanens
0—0

. . 2
ay+a,(jo)+a,(jo) +...
by + b, (j@)+b, (jo) +...

La fonction de transfert H peut toujours s’écrire comme H =

L’ordre d’'un filtre est donné par la puissance en o la plus élevée au dénominateur.

H= = Filtre d’ordre ...
1+ jQ(w _ w}
w, o
,. . s S
Pour n'importe quel filtre, H === E o
e L
Par identification, S=...... et g, =........ donc s= ce qui donne :

» Puisqu’il est possible d’étudier séparément les harmoniques d'un signal périodique (voir

chapitre II page 18) alors un signal de la forme e(t) = E, cos(wt +¢,, )+ E,cos(w,t +¢,,) aura

pour signal de sortie : s(t)=

» Pour un signal périodique quelconque : e(t)=FE,+ Y E, cos(w,t+g,,), la sortie s’écrit :
n=1

s(t)= avec G, =G(w=0) gain statique

D . Effets d’un filtre sur un exemple

> Soit le signal e(t) :8(%+cos(lOt)+cos(103t)+cos(105t)) quon filtre par le circuit RLC
présenté au début du chapitre de facteur de qualité @ =0,1. On cherche le signal s(t) .

En développant, la composante continue vaut E,=...V, elle correspond a o =...

Le filtre étant un passe-bande, il ne laisse pas passer les fréquences tres ............... donc

la composante continue sera ............ceeuueenen.. , G(w=0)=... donc S(w=0)=...

Ensuite, le spectre d’entrée contient 3 raies a ...... ) eeenes et ...... rad.s ! damplitude 8 V.

D’aprés le graphique de la page 3, GdB(a):lo):GdB(a):mS): ...... =20logG < G=......

car y=logr < z=.." dou S=EJ...... , Pamplitude de ces deux composantes est ................

........................ La composante a 1000 rad.s! correspond a ®,, elle passe telle quelle.
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On aura finalement s(¢)=

On remarque que (e) S e

laissent donc pas passer les basses fréquences

filtre RLC
passe-bande

—

(s)=..., un filtre passe-haut ou passe-bande qui ne

» Soit un signal triangulaire qui est un signal composé d’'une infinité de segment de

droite d’équation affine et décomposable en une infinité d’harmoniques impairs.

On suppose que ce signal a une pulsation @=10rad.s™.

w =10 rad.s-1

3 1.8
1.6+
2
1.4+
1 - 1.24
- E 1.01
2o =
a2 0.8+
E
-1 < 064
0.4
.
0.2
-3 . . : ; : ; ! 0.0 , I . 1 - i : : : "
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 0 f 2f 3f 4f 5f 6f 7f af of 1of 11f 12f
t fréquence
On filtre ce signal par le circuit RLC Gui(®)
présenté de facteur de qualité @ =0,1. 5
Spnal h
. | triangle
Comme o << ®,, le signal se retrouve dans 10 Sl T
1e domalne deS qui 10 100 1000 1E004 1E005 1E006
.............................. o ] | | ! ! -
est un domaine ............oceveinnen. et ou le
. . -10
signal est ........coeeeinnnnl. On obtient le
signal de méme pulsation @ ci-dessous:  -20
w = 10 rad.s-1
0.5
0.6
0.44 0.4
0.2 c
‘:‘ 0.3
20,2
-0.2 <
-0.4+ 0.1
] o0 ‘ | | | | I
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 1.75 “o f 2f 3f af 5f ef 7f af of 10f 11f 12f

fréquence
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Comme G,; =...... SGE=.. < S=Ef...... Le signal est atténué puisque divisé par ...
Un signal triangulaire est une succession de segments d’équation de la forme y=ax+b.

En dérivant, on obtient y=... Sur la pente montante du triangle lors d'une demi-période,

a...0, sur la pente descendante lors de 'autre demi-période, a...0. On obtient bien un
signal qui a une valeur continue ............ sur une demi-période et une valeur continue

............... sur 'autre demi-période. Ainsi, on obtient I'allure d’'un signal .....ccccceeeeeennnns

On peut alors en déduire un ensemble d’effets du filtre sur le signal triangle :

filtre Q=01 Q=5
pulsation large bande sélectif
® << @,
o=@,
®>> ,

> Pour =01, w=w,, le signal est dans la bande passante, le filtre laisse passer le

fondamental et les premiers harmoniques donc 0N CONSEIVE UN .iveeererereeccnressesssssasessnnes

> Pour Q=5, w=aw,, le signal est dans la bande passante mais le filtre ne laisse passer
que le fondamental donc il ne reste qUUN ....ovveiiiiiiiiiiiiiiiiiin

> Pour w>>a,, le signal est ..................... dans le domaine ..................... et comme
une primitive du binéme ax+b est un trinome de la forme %awz +bx +c, on obtient des

.............................. AVEC UNE ..ocvivrevreennennennnennen..... lOrsque la pente du triangle est

montante et une parabole ............... lorsque la pente du triangle est descendante.

Soient 2 filtres au comportement opposé que I'on étudie en méme temps :

Un circuit RC : Un circuit RL :

Z
=
Lz ¢

A

Z
Un pont diviseur donne : s=————¢ Un pont diviseur donne : s=
+
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Donc ==H = = L d’ou Donc ==H = =
e e

G= et p= G= et p=

Dou G,; = Dot G =

Salviati : Ne pas confondre 'arctangente qui est une fonction a une variable (chapitre IV

page 16) avec 'argument d'un complexe qui n’en est pas une (chapitre IV page 11).

A . Pulsations de coupure

G

max

On définit les pulsations de coupure o, d’un filtre telles que G(w,)= (OU

Ng

max

Ng

G (@,) = < |Gp(w,)=

c c

Pour ces 2 filtres simples, le maximum est atteint lorsque G, ,, (= H ) =1 G5 =0.

Il faut résoudre : 1 = i Il faut résoudre : 1 =

5l

On réécrit alors H = On réécrit alors H =

Ce sont des filtres du 1¢r ordre

B . Diagramme de Bode

RC: G,, = RL: G, =

> <<, & , G = > 0> 0 S » Gupy ®
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Ce filtre RC admet une asymptote

.................. dans les basses fréquences.
> o>>0, < y G, ®
S it R it s s
Y a T +b

Ce filtre RL admet une asymptote

.................. dans les hautes fréquences.
> o<<o & y G =
S it R it e e
[N NS S S —
Y a T +b

de pente .......ccevvennnn.n. dans les hautes de pente .....ccevviniinnnnnn. dans les basses
fréquences. D’ailleurs, G, (......... )=—o0 fréquences. D’ailleurs, G (......... )=-o

I ne laisse pas passer les ......... I ne laisse pas passer les .........
fréquences, c’est un filtre ....ccceeeeeennnnn fréquences, c’est un filtre ...ceceeeneenennn.
Pour les 2 filtres, Gz (0=o,)~......... et I'intersection des asymptotes a lieuen o=@, .

Connaissant les asymptotes et G, (a)c), on peut tracer les diagrammes de Bode :

<

104 : / .
8 Filtre RC 8 Filtre RL
-1 -1
6 o =10"tad:s” °© o =10"rad.s
4 4
2 100 1000 1E0D4 1E005 2 100 1000 1E0D4 1E0D5
0 | I I :; 0 | I I :ﬁ
2 2
4 4
6 6
8 8
0 -0
12 -12
14 14
-16 -16
-18 -18
20 20
2 2
24 24
()
100 1000 1E004 1E0D5
0 T T 1
log @
Filtre RC
@, =10 rad.s™
L O
4
B R A A By~
2
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C. Fonction moyenneur d’un filtre passe-bas
Contrairement a un filtre passe-bande ou un filtre passe-haut, le filtre passe-bas laisse
donc passer 1es .....ccoeevveviniinnennnn. et en particulier, les signaux continus e(¢)=FE ou la

composante continue E, d’un signal quelconque e(t)=E,+> E, cos(w,t+g,,).
=1

Salviati : Il existe 2 facons de comprendre qu'un signal constant a une fréquence nulle :
Un signal continu contient un seul motif : une droite, donc posséde une période infinie

T — +o donc une fréquence nulle f=0. On peut aussi écrire e(t)=E = E,cos(0xt+¢,,)

avec E,E,,¢,, astucieusement liées entre elles par E = E,c0s(¢,,) etonlit ®=0= f=0.

Soit un signal e(t)=E,+) E,cos(w,t+¢,,) avec o, =no et o=10°rad.s™ que l'on filtre

n=1

Cependant, la composante continue E, de fréquence nulle passe et on aura s(t) R

Or <e> = (chapitre II page 17) donc | ............

Lie f1ltre PassSe-Das FEIVOLE ..uuieiiitiitiitt it iit it tet it eet et eteeneeseenseeensennsensenseensensensens

D . Mise en cascades de filtres

Soit le circuit suivant ou on a mis les 2 filtres RC et RL en cascade :

N
T Lo R
((#) " S

Par construction, l'intensité du courant qui traverse le condensateur n’est pas i, on le

note i,, par contre, 'intensité du courant qui traverse la bobine est bien i, car i =0.

1. Fonction de transfert

On peut donc utiliser un pont diviseur de tension avec R et L mais pas avec R et C :

S
=72
€

1w
Il

R :
avec ., =— mais que vaut H, =
L )

Une fagon astucieuse de déterminer H, est de trouver l'impédance

équivalente Z de la partie de droite avec C,R,L et correspondant a s, .
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Zy+Z,=R+jLo = Z= (chapitre III page 10).
Dot Z = R TT T TP T PSPPI TPIRISRIeS . Pont diviseur encore : s = ¢
........................... = L+ ..
S 1 R .
Et donc H, ===——— avec —= # jJRCw (haut de la page 9)
- ¢

La présence du 2¢me filtre modifie completement la fonction de transfert du 1er filtre.

Le probleme vient du courant i, qui n’est pas nul. Comment négliger le courant i, pour

que H puisse s’écrire comme produit des fonctions de transfert de chaque filtre ?

» On définit 'impédance d’entrée comme en sortie ouverte ...=...

» On définit 'impédance de sortie comme en entrée fermée ...=...

Le schéma équivalent du filtre avec ses impédances d’entrée et sortie donne :

| N
| I |
4
N

s
» Appliqué au 2vd filtre, Z, = =1 avec i, =0. Pour que i, =0, il faut donc que |Z, —......

=4 Ze
En effet, Z, est EQUIVALENTE & oivveiriiii i e e , ce qui donne :
Z,=Z,+Z, =R+jLow
: 1 1 1
On avait en hautde lap.12: —=—+ = pour Z, =+ donc Z=......
Z Z, Zp+Z, T
Ona alors H, = LR = , on retrouve la fonction de transfert du circuit RC.
o 1+E
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[1en

Appliqué au 2nd filtre, Z,== avec s = 0 (fil), |5, #0

SH
|

|TIJ

.........................................................................

Dans la réalité, le courant de sortie i, n’est pas nul, 'impédance de sortie devient utile :

S S
01 02

=et H,==

€ 5

Sy €t s, sont les tensions a vide de chaque filtre, ils sont tels que : Hy, =

H, et Hy, sont les fonctions de transfert a vide, celles calculées page 9 avec i, =0.

Lois des mailles : & et &
S1 Zy, et Z, sont eeeeeeeeeeenns VOITE tuvnvnneninnenenennenenenen alors sy ~... et s, =... donc:
5 S N
H=—=~—et H=—=— dou H=
— e ... — s ...
Lors de 1a mise en cascade de filtres, .oocvieeiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiiietereeeseetesecensessnscsncennns

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Le sismometre passif est constitué d'un pendule mécanique et d'un transducteur du type
aimant/bobine. La tension de sortie s est directement enregistrée avec un appareil

adéquat de tres forte impédance d’entrée Z, pour ne pas perturber le capteur.

Si 'enregistreur n’a pas une forte impédance d’entrée, un courant non négligeable circule

dans la bobine et produit une force électromotrice qui perturbe le pendule.
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A . Analogie électromécanique

L’équation du pendule soumis a une accélération du aimant

sol &(t) s'écrit : 3+2Bmi+wyz=—%. Z(t)

y 1< wlt) > V(t)

En notation complexe, z(¢) =z, et z(t)=ze
o o LJH - bobine
ou x, et z; sont les .c.cooviiiiiiiiiiiiiiiiii de T
, . ,s ) . x(t sol

Ientrée et de la sortie. L’équation en complexe s’écrit : I ( )
La fonction de transfert s’écrit alors : g,

%

i R
. \ —

H= (filtre du 2éme ordre)
Le sismometre passif est analogue a un circuit RLC C
soumis a4 un générateur de tension e(t) ou I'équation I I .

—

vérifié par u, (t) est telle que : i, + 22y, + @, u, =€ u,
L’opposé de l'accélération du sol —i(t) est analogue a la dérivée 2nde de I'entrée e(t).

La bobine est fixée a une masse d'inertie et c’est la vitesse Z de cette masse qui est
proportionnelle a la tension V. On note o le coefficient de proportionnalité : V =c%.
V o0z oz

De maniere plus réaliste, on utilise la fonction de transfert : H' ===—=—"==0cH
A

L’amplitude sera donc multipliée par le coefficient o mais la phase reste inchangée.

B . Diagramme de Bode

La fonction de transfert se réécrit comme : H =

1
Donc G = = Gp=
On remarque que G,;(0=0)—...... et Gyp(@—>+0)=...
Le sismomeétre est donc un filtre .....cccoevvvvveennnnnn du cocevviviiiiinnnnn.
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10
67 T,=1s
5 B =0.05 -
s
0.2 b
14 0.5 4
< 0.5 / =
Eos g
= 2 =
E 227
=
o
0,14 2
0,05
l —
Ty=1s
0,01 T T T T 1 0
0,1 0,5 1 5 10 50 100 0,1
frequency(1z)
On observe comme pour tous les filtres du 2¢me ordre un phénomene de ....cceeeueeneenennn. qui
n’a lieu que pour f<<1 donc un facteur de qualité Q...... La fréquence propre est de ......

On remarque qu’a la résonance, p=¢,—¢, =...

IV . Quelques filtres passifs

S @, =@ +...,lasortieest ........ooiniil

avec 'entrée ce qui est cohérent avec le signe moins qui apparait dans H .

circuit filtre fonction de transfert parametres
) passe-bas 1
R.C; LR ler ordre w,=—
T
haut 7=RC ou 7= L
CR:RL passe-hau = =R
ler ordre
1
passe-bas .2
RL,C 2¢éme ordre 1+ 92 {‘m]
Wy Wy
1
RC,L passe-haut 1o oV
(sismometre) | 2¢me ordre 1+ =2 +( 0 j 1
Jo Jo a)o e p—
NLC
passe-bande _ 1 _ 1
LCR 2¢éme ordre @ 24 RCw,
. 2
1+ [Jw]
RLC coupe-bande Wy
’ 2¢me grdre ja) ja) 2
1+ — 4| —
Wy Wy
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