Mécanique 2 — Mécanique des rotations avado MPSI

Chapitre V

Mécanique des rotations

Ce chapitre introduit la notion de .............. par rapport a un point ou par rapport a un

axe nécessaire pour expliquer les mouvements de rotation.

3¢ Relire le chapitre I Cinématique du point 3K

Grandeurs physiques vectorielles :

Grandeur physique Symbole Expression Unité Dimension
L,L,0, M.I2T™
M, M.I?T

I. Moments en mécanique du point

Probleme : Joe Dalton est parvenu a s’évader en soulevant un rocher de m, =320kg a la
seule force de son poids de masse m, =50 kg pour récupérer la clé de ses chaines qui se

trouvait en dessous. Il a utilisé un pied de biche de 1 m de longueur plus 10 cm courbé d'un

angle de 120°. I’angle initial du pied de biche avec le sol est 45°. Comment est-ce possible ?

A . Bras de levier

On fait coincider l'origine O d’un repere cartésien avec le point de contact entre le pied de
biche et le sol. On suppose que le pied de biche peut tourner autour d'un axe Oz de sorte

que ses extrémités J, P restent dans un plan xzOy.

m,<m, < =
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Mécanique 2 — Mécanique des rotations Avado MPSI

De toute évidence, le poids de Joe ne peut pas compenser celui de la pierre, il faut donc

tenir compte des ....ovveiiiiiiiiiiiiiiiiniennn. des forces J,P etde .....cocevvnvnnnn.. des forces.
Soient (D;) et (D) 168 wuvrreevirriiiiiiiiiiiiinnnnn des forces P, et P, i.e. les droites dont les
forces sont les vecteurs directeurs. Soient d; et d, les .cccceuveuveininninnannaes des forces i.e.

les longueurs entre les droites d’action €t......c.iveiiiiiiiiiiiiiiiiiii i e

.......................................... autrement dit le point O.

d, = et d, =

Avec o =

Or cos(%j:

Donc d, =...... X = Rovieennn. cm
4 40

Le produit “force xbras de levier” @St ...ccciciieiieiiiiiiiiitiitiiteiteeereereerenssensensecncens

Soit le moment du poids de Joe par rapport a 'axe Oz noté M, (PJ) :

Soit le moment du poids de la pierre par rapport a 'axe Oz noté M, (PP) :

done [M. (Fr) - [M.(7)

En tenant compte des bras de levier, le rapport de force se trouve ............ , le poids de Joe
est certes plus faible que celui de la pierre mais le moment de force de son poids par rapport

a l'axe de rotation est ...............e.eee. que celui de la pierre, il parvient donc a la déplacer.

B. Moment d’une force

De maniere générale, le moment d’une force par rapport au point origine O est le produit

vectoriel entre le vecteur-position du c.eeeeeeeeeeceeeeecerennennns M et la force qui s’y applique :

(sa norme HHO(F)H s’exprime en N.m)
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Mécanique 2 — Mécanique des rotations Avado MPSI

vue du plan L (A) vue du plan L F

> direction :

> sens :

> norme :

Le moment d’une force par rapport a ’axe de rotation (A) s’écrit :

(produit mixte, O A)

C’est le produit ...cceeeneen.. entre le moment d’'une force par rapport a un point O de 'axe

(A) qui est un produit ............ et UN veeveenennns unitaire e, directeur de (A), c’est aussi la

..................... selon ej i.e. la projection du moment par rapport a un point de l'axe (A).

Sile moment est unidirectionnel : HO(F) =

> 8i (OM,F)e[0,7] alors sin(OM,F) 0 et daprés la régle du tire-bouchon :
M,(F) estselon  done M, (F)=OMxFx+sin(OM,F)x-e,
> Si (O—J\J,F)e[-n,o] alors sin (O—MF) 0 et d’aprés la régle du tire-bouchon :
My(F) estselon  done M, (F)=

Puisque Ho(f) = , on en conclut que :

(méme calcul chapitre IV page 12)
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@Sagredo Le moment de force par rapport a un axe est bien homogéne a une énergie car

N.m=kg.m?.s mais ce n’est pas une énergie pour autant car ce sont en fait des J.rad-1.

C. Equilibre des moments

Retour sur le probléme, HO(FJ) = et E(Fp) -

D’apres la regle du tire-bouchon, /\TO(FJ) est selon alors que ./\70(12) est selon

Par projection selon 'axe Oz du probléme correspondant a I'axe (A) du cas général :

MOZ(PJ)= avec (W,Fl)>0
Or car (E,E)>O.

Donc M, (FJ) =

/\/lOz(PP)= avec (@,Fp)<0
Or car (P—O,E) >0

Donc M, (Fp) =
On retrouve les expressions de la page 2 :1a ccocvveiinininiiiiniiinennnns du moment par rapport
a un axe est le produit de la ............... de la force parle ..oceeeeeveirienenneennennennn.
Pourquoi le moment de la pierre est négatif et pas le moment du poids de Joe ?

Le poids de la pierre favorise une rotation autour de 'axe Oz dans le sens ............ i.e.
dans le sens des angles négatifs. Le poids de Joe favorise une rotation autour de 'axe Oz

dans le sens ....cceevviiiiiiiiiiiiiien i.e. dans le sens des angles positifs.

Les moments sont en compétition pour orienter la rotation :

» Si ‘MOZ (F,) > ‘MOZ (E) alors la rotation est dansle sens ........cooeiiiiiiiiiiiini.
> i M, (P)|<
» Si alors le pied de biche est a 'équilibre de rotation :

et par projection sur 'axe de rotation :

Salviati : Ce n’est pas un principe d'inertie mais un équilibre des rotations, une résultante

des moments nulle ne signifie ni immobilité, ni MRU, ni mouvement circulaire uniforme.
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D . Moment cinétique d’un point

Que deviennent les lois de la mécanique avec ces moments de forces ?
Soit la loi de la quantité de mouvement dans un référentiel galiléen :
dp(M) _

5 Y F.(M)

forces

On fait un produit vectoriel avec chaque membre :

» Dans le membre de gauche, on cherche a faire apparaitre :

!

ot u,=OM et u,= ]B(M) par analogie avec u'v+uv' =(uv)

On rajoute astucieusement le premier terme manquant :

o7 A PM) _
dt

» Dans le membre de droite, on développe le produit et on reconnait les moments :

somme de tous les moments par rapport au point O des forces appliquées au point M

En combinant les 2 termes, on aboutit a :

On introduit donc une nouvelle grandeur appelée moment cinétique qu’on définit par :

(norme en kg.m2.s1),

C’est le moment cinétique du point M par rapport au point O, ....ccevviiiiiiiiiiiiiinneneennn..

........................................................................... i.e. le produit masse vitesse.

» direction :

> sens :

> norme :

Salviati : On le note aussi ;O(M)R ou juste L. De facon condensé, L =

» Pour un mouvement circulaire de rayon r de centre O, OM =...e_ et v=...... % donc :
OM v et sin(OM,v)= donc
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Pour un mouvement rectiligne selon un axe Ox, OM =ze, et v=ze, donc:

OM v et Sin(O—M,{)): donc |[L=..|et|L=...

Le moment cinétique est ......... lorsque le systeme ne tourne pas.

Le moment cinétique par rapport a 'axe de rotation (A) s’écrit :

(produit mixte, OeA)

C’est le produit scalaire entre le .............ceevvenenn.n. par rapport a un point O de l'axe

(A) qui est un produit vectoriel et un vecteur unitaire a directeur de (A), c’est aussi la

COOTAONINIEE SELONL €, 1.0, iuiuinininiiiiiiiiiiiiiiit et e e e eenes

Le moment par rapport a un point est un .................. (/\70 ou L—O)
Le moment par rapport a un axe est un .................. (M, ou L,)

YZ* Culture scientifique :
Le théoreme de Noether démontrée en 1915 par Emmy Noether (1882-1935) établit que

toute symétrie d'une expérience implique la conservation d'une grandeur fondamentale.

Symétrie Grandeur conservée
translation du temps ¢ énergie F
translation de 'espace z,y,2 impulsion p
rotation de 'espace 0,9,y moment cinétique L

Ces 3 grandeurs sont considérées comme les plus fondamentales de toute la physique.

E. Théoréme du moment cinétique (TMC)

L’encadré de milieu de page précédente obtenu apres démonstration donne donc :

(TMC par rapport a un point O)

Sous la forme projetée sur 'axe de rotation en faisant un produit scalaire avec e, :

(TMC par rapport a un axe A)
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Si L,(M)=cste alors on retrouve I'équilibre de rotation :

Lorsque L, (M)=cste,le plan (7,7) reste ...............

a tout instant car L, L OM et L, L v a tout instant.

Donc le point M ...cccovviiiiiiiiiiiiiiiiiianen, définie par

sa position et sa vitesse a tout instant.

On a donc I'implication suivante :

La réciproque est fausse : un mouvement plan n'implique rien concernant la somme des

moments, le pendule simple est plan pourtant, il est soumis a des moments non nuls.

II . Applications en mécanique du point

Le théoreme du moment cinétique est tres utile pour décrire le mouvement d’'un point M
tournant autour d'un axe ............ donc pour les mouvements ..................... , 1l peut

permettre aussi de démontrer rapidement que le mouvement est ............

A . Le pendule simple (3¢me partie)

On s’'intéresse a nouveau au probleme du pendule simple

v=Lbe,. g

de longueur L de masse m. OM = Le

3

SYSLeme : cuvvvviiriiiiiiiiiiiininnnn,

Référentiel : ..covvviiniiiniiiiiiiiiiiiiiiinnnn, N

_ s ~

Repere : (O,e‘“,em,ez).

Bilan des moments de force :

Le point M €St SOUIMIS @ vvuvtiiriiriitiiitiiteiieiiteieeeeteneeeeeeieeaeentseaseneeensensensensens

> P= dott

M, (P)=

> T= dott: M, (T)=

> f= dot: My(f)= }
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On calcule le moment cinétique : L, (M )=

Lorsque 0>0, 0, ,1a rotation est dans 1€ SENS .eeeeeeerrernenrenneereeeeees , L—O est selon

Régle du tire-bouchon :

» Si le moment cinétique est selon , la rotation a lieu dans le sens trigonométrique.
» Si le moment cinétique est selon ) et eeeeeeeneeteteeteeteeetteeetetetteeteereanaeensensennsenann
» Si le moment cinétique est nul, 1l n’y a pas de rotation, le mouvement est ....ccceeveennnn..

Théoreme du moment cinétique : ch;_(j”) = ﬁ;s/\TO(}Z) =M, (f’)+/\/lo (T).H\/(O (})

La rotation se faisant autour de 'axe Oz :

D’ou

On retrouve rapidement I'équation du pendule simple vérifiée par 'angle € dans le cas

des frottements (224 ordre, ....oovvvviniinnnnnnn.n. , coeff. constants, sans second membre)

En négligeant les frottements, o =0, et avec 'approximation des petits angles, sind~9 :

S avec @, = \/%

Avec des conditions initiales habituelles telles que 8(t=0)=6,, 6(t=0)=0 :

O(t)=6,cos(w,t) =
TMC : %Z%Z(TD) car M()Z(T):O et MOZ(f)zO

dt
A Tinstant initial, /\/l07(f’) = donc % 0
Ora ¢t=0, L, =0 donc L,. 0 donc L, seraselon donc rotation en sens .....cceeeeunennns
Ala demi-période, M, (P)=
Ora t=
Un peu de la méme fagon que la compétition entre moments décrite fin de la page 4 :

> S1 M, (ﬁ) >0 alors la rotation se fera dans le sens ...c.cocveveieieiniiieiennnnne. du plan zOy .

> Si
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% On choisit le systéme, le référentiel, le repere

Y& OM=Le, = v=L0e, = a=-L6%,+Lle,
» Chapitre II page 17 : Principe fondamental de la dynamique (PFD)
% On établitle ...ccoevneeneiniiniinnnnnnn..

& On applique la 2¢me Joi de Newton : C;—Zt) =ma = F— = f’+f+}"

_ selone, : —mL...= T +mgcos &
% On projette selon les axes :

selone,: mLO=-mgsinf—a......

3 ’ N \ / . ) . -~ a b -
& On s'intéresse a la 2éme équation qu’on divise par mL : |0 +— 6+ sing=0
m

» Chapitre III page 19 : Théoréme de la puissance mécanique (TPM)

% On définit 'énergie mécanique : £, =E, +E,, =

% On dérive par rapport au temps : dd_tm =mI*00 + mgL sin 60

% On applique le théoréme de la puissance mécanique : ddtm = = =—ql’6*

% On identifie la dérivée de I'énergie mécanique : —aI?0? = mI?00 +mgLsin 60

% On divise par mIL*0 : [9'+ﬂ9'+%sin9=0
m

» Chapitre V page 8 : Théoreme du moment cinétique (TMC)
% On établitle ....cooevniineiniiniineinennenn.

% On applique le TMC :

% On projette sur 'axe de rotation : dstOZ = /\/102(1?’)+/\/102(T)+M02(]7)

& On calcule la dérivée du moment cinétique :

% On divise par m? : |0+ 260+ Lsing=0
m L

On obtient bien la méme équation différentielle quelle que soit la méthode.

Le principe fondamental de la dynamique (PFD) est pratique pour étudier les mouvements

rectilignes et le théoreme du moment cinétique (TMC) pour étudier les ..........c.vene....
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B . Un point d’analyse vectorielle

Soit un point M en mouvement circulaire de rayon R et de centre H .

————
’d h.‘-

-

On peut toujours définir une base polaire telle que ej= et ez vecteur unitaire

orthogonal a 67 AveC O Dangle ..o s

On peut considérer H comme le projeté de M sur un axe orthogonal au cercle décrit par

le point M noté (A) et de vecteur unitaire directeur e, . Si l'angle 6 est défini comme

............... lorsque le point M va dans le sens trigonométrique alors :

Le mouvement circulaire est équivalent & UnNe .....ccceevieiiiiiiiiiiiieiteieenrenncencencenns

On sait que et que E(M) =

Soit O un point origine appartenant a 'axe de rotation (A) .

B(M)z car a//FO.
(@) 00 31 s V1 1 S : avec w=w(t)=0(t)
Pour une rotation autour d’'un axe fixe (A) , avec O e(A)

Salviati : @Sagredo Attention a la notation @, onI’a souvent vu comme une constante en
électricité avec la pulsation ou avec la vitesse angulaire 0 =cste=®. En mécanique du

solide, elle vaut exactement la vitesse angulaire : 6(t)=a(t) (voir chapitre VII).

Pour 2 points A et B, {)(B) = (relation de Chasles)
En développant : <
Dans le cas ou O n’est pas sur 'axe, on aura quand méme avec O ¢(A)
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Un produit ............ s’écrit : ol A,B,C sont des vecteurs quelconques,

constants ou pas. C’est le produit ....ccceeveen.nn.. entre un produit vectoriel et un vecteur.

Le moment d’'une force et le moment cinétique par rapport a (A) sont des produits mixtes :

M,(F)=(OM AF(M)).e, et L,(M)=(OM A p(M)).c,

Le produit mixte est ..cceeevereierierearannns car c’est un produit scalaire : Z(E A 5) = (E A 5)71

Mais il est aussi anti-commutatif a cause du produit vectoriel :

| Y] A ABCABC ou xyzxyz :

Z.(EA@):E.(GAZ):C.(A/\B) ou
On a donc L,(M)=

Dans une base orthonormée (em e, e ), Z.<§A5)=

1oy &y

On reconnait le ..ceeeveeniinnienennnnnn. de la matrice :
A, A C
A, B, C,
A, B, C,
On peut montrer que le “............ ” défini par 3 vecteurs

A,B,C correspond aussi au produit mixte. Le produit

000D R BTN Lo aTelRa I s [0 )4 4 - B 1 0 1= < RSP

La puissance d’'une force associée a un point en rotation autour d’un axe fixe s’écrit :

P(F)=

La puissance d’'une force pour une rotation autour d'un axe fixe apparait comme ...............

On pourra en déduire le travail élémentaire : W (F) =

Un moment de force a la méme dimension qu'une énergie : N.m = J.rad-1.

Il ne faut pas confondre le produit mixte avec le double produit vectoriel : z/\(ﬁ A 6)

car le produit mixte est un produit scalaire alors que le double produit est un vecteur.
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On démontre que A /\(E /\5) est égal a une différence des vecteurs BetC pondérés par

des produits scalaires C.A et B.A qui sont des scalaires i.e. juste des nombres.

(rappel mnémotechnique : “cab —bac”)

Pour une rotation autour d’un axe fixe (A) dont le point origine O est centre du cercle :

E;(M) =08 A 5(31)-

L,(M)=mR*®=mR*e, . On retrouve 'expression déja rencontrée page 8.

C. Mouvement a force centrale

On appelle mouvement a force centrale le mouvement d’un point

MALETICL M SOUINIS tettttiintttttt ettt et teeraeaeeeeesesneeesessenns

On se place dans une base sphérique (er,eg,ew) ou e, est un vecteur unitaire qui

n’appartient pas nécessairement au plan xOy (chapitre I page 15).
Le point M est décrit a chaque instant par son vecteur-position OM =ra ou r est la

distance OM et non la distance OM' comme dans le repere cylindrique.

Une force centrale est telle que : [F = ou F(r)=F, est sa coordonnée selon e,

T

ne dépendant que de r i.e. ne dépendant que de la distance OM etnide 8,nide ¢@.

Les forcesde ...ccoun......... etde cooeveiiiiinnnn.. sont des forces centrales.

> Pour 2 charges ¢ et ¢ de méme signe l'une placée en O et 'autre placée en M :

1 qf 1 |dld]
2 2

G force répulsive : F(r)= avec qq' >0 et donc HFH =F(r)

rey T - drey, v
> Pour 2 charges ¢ et ¢ de SISIE .iuvevuiieieee ciinitiiiii e :
G force ooiveeenineinnnnnnn. : F(r)= ! % =
drg, r

> Pour 2 masses m et m' I'une placée en O et 'autre placée en M :

% force forcément attractive : F(r)= avec mm' >0 et donc Hf” =
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On s'intéresse uniquement a la force attractive en posant F' = avec HF” =

ou K = pour la gravitation et K = pour I'électrostatique en ....c.cceeeeveenne.

Le moment de cette force par rapport a O pour un point M de masse m s’écrit :

MO(F):O—J\I/\I_?"(M):...(;/\—;Q“:... car e ne,=0.
-

Le moment d’une force centrale par rapport a O est toujours .........

D’apres le théoreme du moment cinétique :

(page 7)

Dot L,(M)=0OM A p(M)=0OM armv(M)=cste. On a donc aussi L=

Le moment cinétique par rapport au point fixe O €St UNE c.vveviierierieniierenceecerecencencceasennes
a force centrale, il se conserve au cours du temps dans un référentiel galiléen pour un point

M soumis uniquement a une force centrale. Si le moment cinétique Z est constant alors
le plan qui contient OM et E(M ) et qui lui est donc orthogonal est ..........cceeeeeeiiiiiinnn.

Puisque la position et la vitesse de M reste donc dans ce plan alors la trajectoire aussi.

Un mouvement a force centrale est donc ............

On raméne donc le probleme a force centrale, des coordonnées sphériques aux
COOTAONNEES cuvvenreeneeraceceneenncees en faisant coincider 'axe Oz avec la direction du moment

cinétique de sorte que la trajectoire du point M soit contenue dans le ..................

Salviati : On peut passer d’'un repére a un autre s’il est plus facile a utiliser sans pour
autant changer de référentiel qui peut étre pour une force centrale le centre du Soleil sion
étudie la Terre ou le noyau d'un atome si on étudie un électron lié a cet atome.

Les vecteurs position et vitesse étant orthogonaux a fO(M ) et donc a Oz alors ils
appartiennent aussi au plan zOy tels qu’en coordonnées polaires :

OM =re, et {)(M) —te +rfe, (2=0, =0, =0 car le mouvement est plan)
Dot L, (M)=0M A
Le signe de la coordonnée L, selon Oz du moment cinétique est donné parla ..................

.................. : silarotationest ........ceeuvenin, L =mr?0 <0 car 6<0, sinon, L =mr?0>0.
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