Mécanique — Approche énergétique Avado MPSI

L’approche énergétique est une alternative a la 2¢me Joi1 de Newton pour des systémes a un
ceeereecerenscnsescnsensaasesenss o Une direction z, un angle @. Elle permet d’établir une équation
du mouvement parfois plus simplement et d’interpréter les phénomenes plus rapidement.
Lorsque le probléme fait intervenir plusieurs inconnues : forces de frottement, tension d’'un
fil, réaction du support, etc..., les théorémes énergétiques permettent d’obtenir une

équation supplémentaire a la 2¢me Joi de Newton permettant de déterminer les inconnues.

Collége (cycle 4)

e Energie cinétique (relation E, = %mvz)

. Energie potentielle dépendant de la position, thermique, électrique, chimique, nucléaire, lumineuse.
¢ Etablir un bilan énergétique pour un systéme simple.

¢ Notion de puissance. Relation liant puissance, énergie et durée.

Premieére (spé)

e Energie cinétique d’un systéme modélisé par un point matériel.

e Travail d'une force. Expression du travail dans le cas d'une force constante.

e Utiliser I'expression du travail W, (f’) = F. AB dans le cas de forces constantes.

e Théoréme de I’énergie cinétique. Enoncer et exploiter le théoréme de I'énergie cinétique.
e Forces conservatives. Energie potentielle. Cas du champ de pesanteur terrestre.

¢ Energie potentielle de pesanteur pour un systéme au voisinage de la surface de la Terre.

¢ Forces non-conservatives : exemple des frottements. Gain ou dissipation d’énergie.
¢ Energie mécanique. Conservation et non conservation de I'énergie mécanique.

Terminale (ES)

e Comparer quelques ordres de grandeur d’énergie et de puissance.

Grandeurs physiques :

Grandeur physique Symbole  Unité (Unité S.I.) Dimension Apparition
force F v e, ) MLT Cycle 4 (3¢me)

travail, énergie W, E S T ) ML T  Cycle 4 (3tme)
puissance P T COUST ) ML T Cycle 4 (3%we)
constante gravitationnelle G EM™T?  Cycle 4 (3me)

S.I.: T :temps, L :longueur, M :masse, I :intensité, ® :température, N : quantité de matiére

MATHS
e Produit scalaire, intégrales, dérivées partielles, différentielles, gradient

Hyp. 1: Tous les systémes de ce chapitre seront assimilés a leur centre de gravité.
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Mécanique — Approche énergétique Avado MPSI

I. Puissance, travail et énergies

Soit un skieur tracté par un remonte-pente sur une pente d’inclinaison « >0.

On l'assimile a un point M de masse m et de vitesse v(M)=uv,e, =ve, car v, >0.

Salviati : Le choix judicieux du repeére incliné comme la pente, facilite évidemment I'étude.

A . Puissance d’une force

» Bilan des forces :

v Poids: P= avec P = HTDH =mg

v Forcede .................. :F= avec F = HF” norme de cette force

v Réaction de .................. ‘R= avec N>0et T>0
réaction adjectif expression cause

frottement solide de la neige

3éme 101 de Newton

mouvement plan

1. Puissance de la force de traction

La puissance d’une force est le produit scalaire entre le vecteur-force et le

vecteur-vitesse, elle dépend du référentiel choisi :

Plus la force ou plus la vitesse est grande, plus la puissance est importante.

Dans le cas général, P(F) = et 73(1?) =
L’angle (F, ’ZJ) est orienté i.e. (f’, {;) =— ( , ) malis ¢a n’a pas d'importance sur le produit
scalaire car cosinus est une fonction ......... Le produit scalaire est commutatif : Fo=uF
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Mécanique — Approche énergétique Avado MPSI

Pour le skieur,

> Si ﬁ’:%, cos f =... alors F est selon e et P(ﬁ):... ettt eetereeteeeeteieereieareeeaaans

> Si f=0, cos B=... alors F est selon e et 73(]?): ...... T PP PP

Comme 0<,B<%, ...<C0S f<... donc P(F)...O

La puissance fournie au skieur par le remonte-pente est .ccceeeeveennenn.. et se mesure en W.
Concernant le poids, P (P) = car >0

La composante ...cceeeeeeeeeeneeneennennns du poids s’oppose au mouvement car sa puissance est
............... i.e. négative. Sila pente était une descente, «...... alors ... .Dans ce cas,

le poids favoriserait le mouvement en apportant naturellement de la puissance au systeme.

Concernant la réaction de la neige,

Grace a la distributivité du produit scalaire, la puissance est une grandeur ..................

P(N)= car %.gz... puisque gy...a
La puissance de la réaction normale est ............ car la réaction est justement normale.
P(T)=
La puissance de la réaction tangentielle est ..................... puisqu’elle est due aux

frottements avec la neige qui dissipent I'énergie et s'opposent au mouvement du skieur.

B. Travail d’une force

Une distance infinitésimale s’écrit dOM =, (M)dt= vdt (voir Chapitre I page 5).

dE(t)
dt

En électricité, on a défini la puissance comme la dérivée de 'énergie : p(t) =

Une énergie infinitésimale dE peut donc s’écrire dE(¢)=p(t)dt.

Travail infinitésimal d’une force :

Le travail W,, d’'une force F sur unchemin AB ou pendant une durée At=t,—t, s'écrit :
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Mécanique — Approche énergétique Avado MPSI

Salviati : I1 faut toujours indiquer les bornes d’'une intégrale en physique afin de savoir
sur quoi on integre. Si les bornes d’'une intégrale sont mal définies comme pour SW alors

on indique quand méme 1'état de départ A et I'état d’arrivée B.

Si la force est constante comme le poids P = cste , alors W.p (13) =

En posant AB=L, W, (13) =

Ou plus rapidement, W, (ﬁ) =|... <0 car >0

Si P(I?)>O alors 5W(F) ...... puisque dt...... donc W, (1?) ......

Une puissance motrice implique un travail ............ et une puissance résistante, un travail
............... donc pour le skieur, le travail de la force de traction est ............ tandis que le
travail du poids est .c.eeeveerennnnen. Lorsque la puissance est nulle, le travail est nul aussi

donc le travail de la réaction normale est nul, on dit la réaction normale ....ccevevevineeinnennns

W ( .- )>0 W ( .- )<0 W ( .- )=0

Exemple : Le skieur se trouve en A et il doit arriver au sommet de la pente en B.
On suppose qu’il existe 2 remonte-pentes qui vont de A a B par des chemins différents

mais proposant la méme durée de trajet, 'état initial et I’état final étant les mémes.

Le parcours n’étant pas le méme, le travail W ne sera pas le méme, on dit que le travail
................................. , cela implique l'utilisation du ... pour la différentielle. A I'inverse,
la plupart des grandeurs sont définis en un état, ce sont des ..cceeverierereeereareenceacnnns ou

................................. , cela implique I'utilisation du ... pour leurs différentielles.

Pour le frottement : oW, (T) = car dx >0

Si le skieur descendait, dz...... mais le frottement s’opposerait au mouvement T =

Donc oW, (T) = Le travail des frottements serait toujours résistant.
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Mécanique — Approche énergétique Avado MPSI

C. Théoréme de la puissance cinétique (TPC)

L’énergie cinétique d'un systéme de masse m s’écrit : EC = =—muv

Le produit scalaire de la vitesse par elle-méme vaut : v.v=

On suppose que la masse m d'un point M est constante, la 2¢me Joi de newton donne :

dp
et =N F
d t f;é ext

L’astuce consiste a faire le produit scalaire de chaque membre :
Dans le membre de gauche, on reconnait la forme uu' qui est la dérivée de u*/2 :
d(vz)
En effet, —== donc :
dt
Onreconnait I'......cooevviiiiiiniinnnnn...

Dans le membre de droite, on développe le produit :

Onreconnait les ...covveeveeennnnnnnn...

D’ou le théoréme des forces vives : (TPC)

ou P,, est la résultante des puissances des forces extérieures

Salviati : Ce théoreme et cette démonstration sont vrais seulement en mécanique du point

car 1l n'y a qu’une vitesse, celle du systéme assimilé au point M . En mécanique du solide

ou mécanique a plusieurs corps, il y aura plusieurs vitesses et il faudra rajouter P (Fmt) .

dE,

Sila puissance est c.eeeeeeenns P>0, 7 >0 donc E, v/ . Le mouvement ..................
Sila puissance est .cceeeeeeeennennns P<0,
Silaforce ne travaille pas, P= =..., E, =...... , U=uun.. Le mouvementest ...............

» Pour le skieur :
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Mécanique — Approche énergétique avado MPSI

D . Théoréme de I’énergie cinétique (TEC)

On multiplie le TPC par dt : dE, =

D’ou le théoréme sous forme infinitésimale :

ou SW,_, est la différentielle du travail total des forces extérieures

On intégre sur un chemin AB :

D’otui le théoreme sous forme intégrale : (Thomson, 1849)

» Pour le skieur :

La 2¢me Jo1 de Newton conduit a une équation ........cceeeeeeeavnenn soit 3 équations scalaires

alors que le TEC ou TPC ne conduise qu’a une seule équation ..................

II . Energie potentielle et énergie mécanique

Pour aller plus loin, il est nécessaire d’introduire un nouvel outil mathématique jamais vu
au lycée qui va permettre de simplifier les démonstrations et qui s’utilise dans de multiples

domaines de la physique ou 'analyse vectorielle joue un role clé.

Jic Relire la fiche thématique - les différentielles g
A . Un point sur le gradient

A 1variable, f(z) est telle que sa différentielle s'écrit : df(z)=

A 2 variables, f (w,y) est telle que sa différentielle s’écrit : df =

Exemples : Soient r(z,y)=z"+y* ou (z,y)#(0,0) et O(z,y)=arctan (gj ot LeR

T x

! !

La dérivée de Ju est —— et la dérivée de arctan(u) est

2Ju 1+’
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Le dé rond “0” n’est ni un dé droit “d”, ni un delta “5”.
dr = (@) d:c+(@] dy =
or ), oy ),

do =

f(x,y,z) est telle que sa différentielle s’écrit :

Ou plus rigoureusement :

of of of

, , SONTE 1€S tverrenrnereerererneceanenncnnes de f par rapporta z, y et z.
oxr Oy Oz

Soit f une fonction qui dépend d’'une ou plusieurs coordonnées d’'un point M alors :

ol gradf est le gradient de f

Soit (gz,gy,gz) les coordonnées de grﬁf tel que @f =

On sait que dOM = dx<;x+dye;+dzej donc : df =

Par identification, ...=—, ...=——, ...=—— donc

Salviati : Le gradient est une sorte de généralisation a 3 dimensions de la dérivée :

df(z)=f'(z)de —222 df(z,y,z)=grad f. dOM

En coordonnées cylindriques : |grad f = et sphériques : |grad f =

Les gradients sont différents selon la base car dOM est différent (voir chapitre I page 11).
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B . Forces conservatives

Il existe deux types de forces s’appliquant sur un systéme : les forces conservatives pour
lesquelles 1'énergie mécanique est conservée lorsque le systéme n’est soumis qu’a cette

force et 1es forces .veeeeeeneeneenneeneeneecneeneen.... qui dissipent 'énergie mécanique du systéme.

Salviati : Séparer forces conservatives et forces non conservatives est une autre fagon de

distinguer les forces comme certaines forces sont intérieures et d’autres extérieurs.

“&" Culture scientifique :
L’énergie mécanique était auparavant appelée “force absolue”, I'énergie cinétique “force
vive” a un demi pres et I’énergie potentielle “force morte”, termes introduits par Leibniz

en 1686. Ces termes disparaissent avec William Thomson et William Rankine vers 1850.

L’énergie mécanique E, dunsystéme est .........cooeiuiiiiiiiiiiiiiiiiii

qui composent le systéeme i.e. la somme des énergies .......ovveiiiiiiiiiiiiiiiiieeaen, :

» A un instant donné ¢ : E =

m

> Pendant une durée infinitésimale dt : dE, =

> Pendant une durée globale At : AE, =

AN

Lorsque la force est conservative, & =E =FE =cstedonc AE, =E —-E =...dou:

my mg mpg my

Salviati : Cette relation dite de conservation de I’énergie mécanique est tres utile

dans les exercices d’énergie ou on cherche une vitesse ou hauteur, initiale ou finale.

Soit un systéme soumis a une seule force conservative F .

Conservation de I'énergie mécanique : dE, =... <

La définition du gradient permet d’écrire : dE, = ouon achoisi f=FE,.
Par ailleurs, le TEC donne : et par identification :

D’une part, toute force conservative ..........ccccvviviiiiiiiiiiiiiiiiiiennnn.. i.e. s1 la force est

COMNSETVALIVE BlOTS tuuuttttttiiiititt et ittt e et teetnaeaneeseesnesnaeeesesssonsonseeessesnsnsseessensens

Page 8 sur 22



Mécanique — Approche énergétique Avado MPSI

D’autre part, d’apres la différentielle de E : (TEP)

Expressions du travail élémentaire d'une force 5W(F)

avec la puissance : avec la force : avec I'énergie potentielle :

On integre sur un chemin AB :

D’ott le TEP sous forme intégrale : |W, (F) =

Salviati : 11 y a autant de TEP que de force conservative, c’est ce qu'indique I'indice .

Soit un systéme soumis a son poids : P=m§ ou m est la masse en kg et 5 le champ de

pesanteur uniforme en m.s-2. Le poids est un vecteur constant donc il dérive d'une énergie

potentielle appelée énergie potentielle de pesanteur et notée ..................

» Pour le parachutiste ot on a choisi un axe Oz vers le haut : (chapitre II page 4)

D

Par identification :

2) Par identification :

avec C la constante d'intégration a déterminer avec les conditions aux limites

3) On choisit une énergie potentielle nulle a 'origine : ............ =...0F ...oennn... =...

Donc C =... et |[Epp (Z) = axe Oz, vertical, vers le haut, F,,(z=0)=0

Salviati : Comme I'énergie potentielle est une primitive de la force, elle est toujours définie
a une constante d’intégration pres tout comme le potentiel électrique en ARQS pour lequel
on choisit un potentiel de référence nul, la terre ou la masse. Ce n’est pas un hasard s’ils

portent le méme terme “potentiel”. D’ailleurs, en mécanique quantique, F, se note V.
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Si le parachutiste tombe a partir d'une hauteur z jusqu’a une hauteur z, <z, alors :

AE,, = car z,<z

Autrement : AE,, =

Donc AE,, =
La variation d’énergie potentielle est ....ceevenvennnnn
D’apres le TEP, . Le travail est .c.cceveiiaennnnns
Le parachutiste ......... de I’énergie du poids i.e. du travail lors de sa chute ce qui ............
D’apres le TEC, Sans frottement, '’énergie potentielle est convertie
1< s B ce quipermet au parachutiste .....oovviiiiiiiiiiiiiiiiii i e

» Pour le pendule simple ot on a choisi un axe Ox vers le bas : (chapitre II page 16)

1)

Par identification :

2) Par identification :

avec C la constante d’'intégration a déterminer avec les conditions aux limites

3) On choisit une énergie potentielle nulle a la verticale : ............... =...0r =

Donc

E.p.(0)=

axe Oz, vertical, vers le bas, E,, (0=0)=0

Salviati : Les expressions d'une méme énergie potentielle peuvent étre tres différentes

selon le choix de I'axe, de son orientation et des conditions aux limites du probleme.

On considére a nouveau le systeme Terre-Lune

d = distance Terre— Lune

(chapitre II page 5)
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On peut généraliser la Lune L a tout satellite en supposant que la force est conservative :

1)

Par identification :

2) Par identification :

3) Il est logique de penser que loin de la Terre, I'attraction n’a plus d’effet sur le satellite

donc on choisit comme condition limite : ............... =... L’expression donne E,, =...

n =... = rdonnées cylindriques, annulation a I'infini
Donc C et | B p coordonnées cylindriques, annulation a I'inf:
On remarque que si ...... alors ...... : comportement similaire si ...... alors ......

Si le satellite passe d’'une orbite de rayon r, a une orbite de rayon r, <7, alors :

= car r,<mn

La variation d’énergie potentielle est ....ceeveevennnnn.
Le comportement est similaire a celui de I'énergie potentielle
s (U : I'énergie potentielle augmente a mesure

qu'on s’éloigne du sol terrestre i.e. 2 MESUTE QUE ..c.evvvvvininnieeneeneenennenennns

D’apres le TEP, . D’apres le TEC,

Le travail est c.cceevveeeninnnns Le satellite ............... de I'énergie de la force gravitationnelle.

On considére une masse m accrochée a un ressort horizontal de raideur k£ soumis

uniquement a la force de rappel élastique (chapitre II page 10). Soit z(t)=1(t)—{, le

déplacement selon 'axe Ox de la masse par rapport a sa position d’équilibre. La force de

rappel élastique s'oppose au mouvement et tend a ramener la masse a ’équilibre.
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1)

2) Par identification, (ne pas oublier le signe moins devant le gradient)

D’ou ou C dépend des conditions aux limites

Salviati : On distingue les conditions initiales a ¢ =0 liées au temps des conditions aux
limites liées a 'espace lorsque =0, =0, r=0, r > +x, etc...

4) On suppose qu’a I'équilibre [=[;, I'énergie potentielle est nulle : ............... =...

OF vvvveeeeee, =...donc C=...et|Ep = k=cste, E,(0)=0

Méthode de détermination de I’énergie potentielle :

1) On exprime la force conservative F' en fonction des vecteurs unitaires de la base.

2) On identifie les ....ccovevvviiiiininnninn.n.. de F, puison ............... par rapport a 'espace

3) On détermine ....ocvvvveiiiniiiiiiiiiieiiieiieeeeieeanaennns a l'aide des conditions aux limites.

Pour une force conservative, le TEP donne :
Pour le chemin opposé de B vers A,

& , le travail ne dépend pas du chemin suivi : W, (F) =Wy, (F)

Salviati : On peut le vérifier en échangeant z, et z, pour E,, ou 1, et r, pour E,,.

Une force conservative

Pour le frottement, d’apres page 4 : W, (T) =-Tdx donc W, (T) =
5WBA(:7)= donc WBA(T):
W (F)+ Wy, (F)=2W,, (F)=0

Pour la force de frottement 7T, le travail est tOUWJOUT'S covvenrenrennnannnnn. , 'énergie potentielle

..................... et le travail des frottements coooeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiaeeen.
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C. Théoréme de I’énergie mécanique (TEM)

D’apres le TEC, on peut dissocier les forces conservatives et non conservatives :
dE, =

D’apres le TEP, chaque force conservative d’'indice ¢ dérive d'une énergie potentielle :
dE,, =

déf
La définition de la variation d’énergie mécanique s’écrit : dE =

& dE, = < dEm = (forme infinitésimale)

D’oui le théoréme sous forme intégrale : AEm =

Salviati : La perte ou le gain d’énergie mécanique ne signifie pas la perte ou le gain de
vitesse ou l'arrét du mouvement, cela signifie juste qu'une partie de I'énergie du systéme

est dissipée vers I'extérieur. C’est I’énergie cinétique qui donne les infos sur la vitesse.

Au passage, on peut écrire : dE, =

cinétique | mécanique
TEC : TEM :

TPC :

Par analogie avec les théoremes de I'énergie cinétique, le fait que la dérivée de I'énergie
mécanique soit égale a tout instant a la puissance résultante des forces ...............

................................. peut étre appelé le ..o

Pour le skieur, le TEM donne : AE  =W,, (T) et le TPM donne : dd% = P(T)

III . Mouvement conservatif a 1D

Objectif : Déterminer mathématiquement les positions d’équilibre d’'un systéme.
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N, 4

Les images 2) et 4) représentent des équilibres

S’agit-il d’équilibres stables, instables ou de systémes hors équilibre ?

, un petit apport d’énergie au systéme

ne va modifier que trés peu son mouvement et va le ramener a sa position d’équilibre. Les images

1) et 6) représentent des SYStEMEeS ..ceeeeerereiecnreencnnnnns i.e. le systéme est en cours de déplacement

vers une position d’équilibre, a rapprocher des régimes transitoires en électricité. Les autres

images représentent des équilibres ............... ou il suffit d'un petit apport d’énergie pour modifier

le systeme ou le mettre en mouvement vers un autre état d’équilibre sans qu’il revienne en général

vers cet état d’équilibre. Dans la réalité, les équilibres instables n’existent pas car il ne faut pas en

général un petit apport d’énergie mais un apport d’énergie suffisant

comme dans I'image 9, on parle d’équilibre

, un équilibre pseudo-stable.

Il est facile de distinguer les équilibres stables et instables sur des montagnes russes :

z
A

z

équilibres equilibres

On suppose un axe vertical Oz repérant la cote 2z d'un

wagon de montagne russe assimilé a un point M en

.
. N
instable .
\\\\
N

fonction de 'abscisse d’un axe horizontal Ozx.

Lorsque z est maximale, il s’agit d'un équilibre

Lorsque z est minimale, il s’agit d'un équilibre (ou métastable).

\

métastable

Cela tient au fait que I'énergie potentielle est proportionnelle a la cote z : E,, < z.

Si z=f(z) la fonction qui suit les montagnes russes alors E,, =

C’est donc I'énergie potentielle qui est responsable des positions d’équilibre.

Page 14 sur 22



Mécanique — Approche énergétique Avado MPSI

A . Equilibres d’un systéme

Soit un systéeme a un seul degré de liberté i.e. a une dimension qu’on notera r.

Cela peut étre la coordonnée polaire r mais aussi une longueur z ou un angle 4.

Soit F = ZE la résultante des forces qui s’appliquent au systeme.

Si le mouvement est conservatif, la force est conservative donc elle dérive d’'une énergie

potentielle : F = . Sile mouvement est & une dimension, E, = F,(r) donc :
F=
a =1 sauf lorsque r n’est pas une longueur (voir page 19 avec le pendule simple)

Soit r =1, lavaleur de r aléquilibre. Sile systeme est a 'équilibre, le principe d’inertie

s’applique donc sa vitesse est .....ccvveieiriirinienennn.. donciln’est soumisa ..........cuneeen.

Il faut donc que F=... < lorsque r=r,, .

. , oqe T.
1 équilibre est un .....ccceeeveveeeenne.... alors la courbe ...ceeeeenennnnn..
Siléquilib t lors1 b " -
puis ............... donc la dérivée 1% est .................. puis passe | p (r)
\
par zéro puis devient .....eceeeueeenens, Ej, estdonc........o.oeeeie. donc
e o). .. E(r
la dérivée seconde E}, est positive pour un minimum. P(r)
Ey(r)
Ep(r)
.......................................................................................... r Tc'q
.......................................................................................... E,(r)
.......................................................................................... E0(r)
EL(r)
Erir) Eiir)
» 7
T
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B . L’oscillateur harmonique (2¢me partie) ook
(@] M
b . . . \ ’ . . 1 2
L'oscillateur harmonique est soumis & une énergie potentielle E, (1) = > k(l-1,) .
: . ) 1,
Pour un oscillateur horizontal, on a pris z =[-], donc E,, (z)= 5 kx?.
Au passage, F = , force de rappel élastique.
1. Puits de potentiel
, . dE,,
On cherche les équilibres tels que d—c =0
x
Le seul équilibre est en x=... donc lorsque I=... ...cccevviiiiiiiiiiiniinnnnnn.
2 2
On calcule la dérivée 2nde: d—ZP =...en r=2x, : 4B (x =z )= ......... : équilibre .........
dx a dx? .
L’oscillateur harmonique 0scille .......oovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeenns
S1 on introduit des frottements, 11 ..ooovvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiia
— dE., —
grad E,, =—**e, donc:
dx

% SiE, ./,
% Si B, \,
Le gradient S'oriente VOIS .......c.ccevieveiiriiiieeiieneeieeeeeseneeneenenaensn tandis que le systéme
STOTIENEE VET'S teuvririnintineeieneneneeneneeeeneneaneneneneenenen dONC VETrS cevvieiiiiiiiiiiiiii i,
Si E,, >+ lorsque z — two (les deux), alors le systeme est dans un ..cceeeeveeceeienenennee.
Silacourbe de E, estune ....cccceevevruieenininnnns 1S 7§ s N

2. Positions de vitesse nulle
Pour le systeme masse-ressort horizontal,
97 . . o 1 2
L’énergie cinétique est telle que E, = Emv >0 <

Soit la position x =X pour loscillateur sur 'axe des abscisses.

>»Si E, =E,(z=X) < , il S’agit d'Une ...o.ovevviiiiiiiiiieen,
C’est le cas dans le cours de Dynamique page 14 : E | =

Avec la condition z(t=0)=X, sans vitesse initiale, loscillateur “...........ccccoeee.”uiiieeeenee.
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»SiE,>E,(z=X) & non nulle, 'oscillateur est en mouvement.
On choisit la condition initiale z(t=0)=X et
une vitesse initiale v(t=0)=v, :

E .=

m2

1
car EPé(t=0)=Ekm2(t=0)=EPé(:U=X)
On se trouve bien dans le cas ou
E,>E,(r=X). Soit z=X, la position de
loscillateur lorsque celui-ci “s’arréte” i.e.

lorsque la vitesse s’annule i.e. £, =0 :

E . =

m2

., k
car w;, =—
m

Avec ces conditions initiales, I'oscillateur harmonique s’arréte et repart en z=......

En positionnant I'énergie mécanique sur le graphe d’énergie potentielle, on peut en déduire

qualitativement ..........ccoeviiiiiiiiiinnnnn... , et en particulier, .......oovviiiiiiiiiii

Toute fonction a une variable f(z) peut s'écrire sous la forme d’un polynéme de degré
infini appelé série de Taylor-MacLaurin : f(z)=...

Comme en électricité, au chapitre V Filtrage linéaire pages 3,4, lorsque x<<1 ou x>>1,

on peut réaliser des approximations qu’on appelle des coevevveeeeerenrenreneenreraeenrenceennes (DL).
» Lorsque le DL est donc en =0 alors a, = , VneN avec 0!=1:
f(z)= ou fY=f, fA=f, fO=f", ete...

Pour exponentiel, f (z)=... = f("')(O) =...=..., VzeR, ' =

2 3
Autre exemple : Vz >0, Va eR, (1+z)° :1+a:c+a(a—1)%+a(a—l)(a—2)%+...

Exemple avec a =% en référence au chapitre II Ondes et signaux page 13 :
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(1+9[;)}/2 = ATordre 1, V1+2z =

Un développement limité a 'ordre n en sciences physiques est une

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

3 5 7
X X T

Exemple avec le sinus : sin(z)=z——+=—-"-+
31 51 71
ATordre 0: sin(z)=..., alordre 1: sin(z)~..., a lordre 2 : sin(z)~... car pas d’ordre 2.

ATordre 3 : sin(z)=~ ,ordre 4 : sin(z)~ ,ordre 5 : sin(z)= , etc...
> Lorsque z n’est pas proche de 0 mais d’une valeur z,, donc lorsque = -z, <<1 alors:

f(z)= (DL en z =)

Comme d’habitude, la notation de Leibniz est plus lourde mais plus précise :

f(z)= car 11=1, 21=2
a N U PR TN e
Salviati : De fagon condensé, f(w)zg;%(ﬂﬁ—%q) =nz_(;d,q;j: (xéq)( n!q)

On s’intéresse a une énergie potentielle Ep(r) qui possede un équilibre stable en r=r
alors lorsque 7 a une valeur proche de 7, donc lorsque r—7, <<1 ou lorsque r=7,+¢&

avec ¢ <<1 alors un développement limité a ordre 2 pour I'énergie potentielle donne :

E,(r)= or &(Teq) =... car c’est un équilibre.
r
2
E
Et en posant ddrzp (réq)=k>0, E, (T)z (DLen r=r,)
Le terme de droite ressemble a I'énergie potentielle de ...........cccvviviiniininnn.... (page 12).

est 'approximation par un puits de potentiel harmonique.

C. Le pendule simple (2¢me partie)

L’énergie potentielle de pesanteur du pendule s’écrit :
Epp(z)=Ep (0)= (page 10)

car x=Lcos@, L=cste
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Le pendule est également soumis a la tension du fil T mais en utilisant la définition de la

puissance en coordonnées cylindriques :

P(T): car e,.e,=0.Donc 5W(T):

La tension du fil c.cceevvevieiienennnnen. car elle est en permanence orthogonale au mouvement.
97 . . s e I . 1 2 — — .

L’énergie cinétique s’écrit : E, = > mv° = car v=L0e, (chapitre Il page 16)

D’apres la définition de I'énergie mécanique : |E =

m

Il S’agit de ceeveeveeenenneeneenneennnnnn. du mouvement. Il s’agit d'une équation différentielle du

ler ordre, a coefficients constants, non linéaire. On ne peut pas la résoudre analytiquement.

» Cas sans frottement :

On suppose que I'énergie mécanique est constante, on dérive par rapport au temps :

(tableau pages 2 et 3 de la fiche sur les différentielles Zﬂi@)

En simplifiant par mIL*@, on retrouve : (le cas 0 =0 n’a pas d'intérét)

> Cas avec frottement :

[’énergie mécanique n’est plus constante :

Pour déterminer la dérivée par rapport au temps de 'énergie mécanique E ,on sintéresse

a la puissance de la force de frottement : f = . La puissance s’écrit :
P(f)=

D’apres le théoreme de la puissance mécanique (TPM), d’ou :

En simplifiant par mI*0 eten réarrangeant : (chapitre II page 17)

Il y a équilibre lorsque la dérivée de I'énergie potentielle .................. :

Les angles =0 et 6 =7 (modulo 27) sont des équilibres pour le pendule simple.
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La stabilité se détermine en trouvant .........c.coeviiiiiiiiiiiiiiiiiii i, al’équilibre :

LTl faut alors GtUAIer coveneeiiee e
Si

Si

L’énergie potentielle du pendule simple est un cosinus inversé d’amplitude mgL et décalé
vers le haut de mgL . Le minimum correspond dONC AU ......cocviveiiiiiiiiiiiiniinieneeeneeneennnenn.

Concernant 'autre équilibre, il correspond a une PosSitioN .......c.eeevveveiieiiiireiiieeiennennnns ,

si on l'écarte légérement de cette position, 1l va se mettre a osciller. En présence de

frottements, il va finir par s’arréter en ¢ =... sans revenir a sa position en #=..., c’est
donc bien une position d’équilibre .....cceeeeeneen..
Pour le pendule, I'équilibre stable est 6, =... S'intéresser a des valeurs d’angle proche de

0, revient a réaliser 'approximation des petits angles |9| << 7. Deux maniéres de faire :

1) DL du cosinus a I'ordre 2 : s1 8 <<1 alors cosd ~ donc :

2) Utilisation de la formule encadrée page 18 :

Ep(é’éq)= k= donc E,, (0)=

Salviati : La 1 méthode est nettement plus simple pour le pendule simple mais pour

d’autres énergies potentielles ou 7,, #0, la 2¢me méthode peut parfois étre plus rapide.

Par cette approximation des petits angles, on rameéne le probleme du pendule simple a un

....................................... ou on obtient une analogie avec le systeme masse-ressort.
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masse-ressort pendule simple (0 << ) - E(9)
E,(z)= % kx? _

i (t)+ 2 (t)=0

C.L:z(0)=X,4(0)=0

x(t):XO cos(a)ot) RN

- ]

Pour un lacher sans vitesse initiale avec 6, <<, le pendule simple a un comportement
.................. i.e. son énergie potentielle peut étre considérée comme un puits de potentiel

........................ 11 oscille avec une période T} =27/w, =2z+/L/g comme vu au chapitre II.

4 . Positions de vitesse nulle

On peut aussi étudier I'énergie potentielle selon les valeursde .......cccvveiiiiiiiiininnn.... :

27 3z

:’m Fe======

> Lorsque E, <<mgL,on se trouve dans le cas de E , oules angles restent petits : 6 <<x

et ol le pendule SIMPILE ...cviiiiiiiii i i i i ieieet ceeeeceaseentententenntentensannenns

> Lorsque E, <2mgL mais non négligeable devant mgL, on se trouve dans le cas de E ,

ou le pendule est ...ccevviiiiiiiiiiiiiiiinn, mais son comportement st .veeeeeeeeeeeeencennens

Le pendule va osciller entre 6 et —6 de vitesse nulle avec un mouvement périodique ou

sa période T ne sera plus la constante 7, mais ......cccveveuiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinieas

La position 8, est donnée par la relation page 17 : 6, =\/ ou w=—

ot L est la longueur du pendule et (6,,v,) les conditions initiales

> Lorsque E  =2mgL alors on se trouve dans le cas improbable de E ., les intersections
entre I’énergie mécanique et la courbe de I'énergie potentielle donnent les points de vitesse

nulle d’apres la page 16. Le pendule $’arréte sUr ......oceveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiciieecereneeaes

> Lorsque E_>2mgL, on se trouve dans le cas de E

mé

E ...E, donc E,...0 et v...0

L’énergie mécanique est tellement ............ QUE tnntenenteeneeeeneeeneeaaneeaneraseeeaseeaseeenseensennns
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